Teorema 1.4.7

Sejama,b € Z, ne N ed = mdc{a, n}. Entio a congruéncia linear
ax = b(mod n)

o tem solugcées em 7 se e s6 se d|b;

@ casod|b, entdo a congruéncia linear POSSul exactamente d
solucoes em Z,,.

Notas da demonstracao: mdc{a,n}= au + nv
/ Igualdade de Bezout

Q Sejam v, v € Z tais que d = au + nv e tomemos

n
e m=— € 4.
d

Q@ o atm a+2m,..., a+(d-1)m

sdo d solugdes ndo congruentes moédulo n de ax = b (mod n).

© Estas d solucdes podem n3o pertencer todas a Z,,, mas atendendo aos teorerr
anteriores, podemos determinar d solucoes em Z,,. |
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Exemplos:

Determinemos as solugdes da congruéncia linear 2x =4 (mod 500 ).

Seja d = mdc{2, 500} = 2.

Zeoo = {0.1.2,3,4, ...... 499}

Como d = 2 divide b = 4 entao a congruéncia linear tem
solucoes e tem exactamente d = 2 solucoes em Zsqy.

21 o+

?

2=mdc{2,500}=2u+500v= 2><®+ 500 x 0
u

bu 4 x 1

Y

& =

—

n - 500

— 9 m=—=—— = 200

d. 2 \i/

o+ m = 2+ 250 = 252

Sao0 duas solugdoes em Z500

Conclusdo: [2|r00 U 252|500 ¢ 0 conjunto de todas as solugoes em Z




Consideremos agora a congruéncia linear 224x = 154 (mod 385) e
determinemos todas as suas solucoes em Z3gs.

Como d = mdc{224, 385} =7 e 7 é um divisor de b = 154 (=7 x 22),
entdo 224x = 154 (mod 385) possui exactamente 7 solucdes em Z3gs. Por

outro lado, temos 7 = 224 - (—12) 4 385 - 7 (donde v = —12), pelo que
154 % (—12)

= = —264,
o - .
é uma solugdo de 224x = 154 (mod 385). Note que o & Zsgs.
Seja n 385
= = —— = BB,
N

Entao, a + kmm = —264 + kb5, com kK =0,1.2.3.4.5,6, i.e.
| —264, —-209, —154, —99, —44.|].1 e 66 Encontrar as

sao sete solucoes nao congruentes modulo 385. Como correspondentes
solugcdes em

121 = (—264) (mod 385), 176 = (—209) (mod 385),
231 = (—154) (mod 385), 286 = (—99) (mod 385) e 341 = (—44) (mod 385),

entao

11,66.121,176,231,286 e 341

sdo as sete soluctes de 224x = 154 (mod 385) em Zsgs.




Congruéncias lineares equivalentes:

Considere a congruéncia linear

15022 = 1004 (mod 500)

Ora, 1502 1500 1004 ‘500
‘/gr?__ 12N

1502 = 2 (mod 500)

1004 = 4 (mod 500)

Assim,

15022 = 1004 (mod 500)
i
2z = 4 (mod 500)

uma vez que as solugdes da segunda congruéncia sao as mesmas que as da
primeira.

Porqué?




Teorema 1.4.8:
Sejan €N esejama,a’, b, b’ € 7 tais que a= a' (modn) e
b= b (modn). Entao, as congruéncias lineares

ax = b(modn) e a'x=b'(modn)

possuem exactamente as mesmas 50[”;565.

Demonstracao.
a=ad (modn) & a—d=kn, k €Z

b=V (modn) & b—¥b =k, ky €Z

Seja o uma solucao de axr = b (mod n).
Assim,
aov = b (mod n) & aa —b=ksn, k3ecZ.
Ora, ,
da—b = (a—kin)a—(b—kon) = ac—kina—b+kon

= kgn —kina + kon = (ks — ki + ko)n = kyn.

— _/

Entao, ao =1 (mod n) e




Analogamente se conclui que se «v é solucao de @’z = b’ (mod n).
entao também é solucao de axr = b (mod n). 0

Observacao
O resultado anterior permite-nos concluir que, para estudar todas as

congruéncias lineares do tipo ax = b(mod n), com n € N e a,b € Z, basta
estudar aquelas em que a. b € Z,,.




Sistemas de congruéncias:
Sendo 2 € Z e n,m € N, entao

Zlnm C [2]n 0 [2] -

\

Considere as duas congruéncias lineares

3axs C (3|4 N (3]s

2r =2 (mod 4), 3z =1 (mod §).
3 é solucao das duas congréncias pois
2x3—-—2=4=4x1 e A XI—1=8=8X 1.

Entao podemos afirmar que todos os elementos da classe

By =3+32Z -

sao solucoes comuns das duas congruéncias. Podemos generalizar?




Teorema 1.4.9:
Sejam m,n € N e sejam a,3d', b, b’ € ZZ. Seja a uma solucdo (comum) das

congruéncias lineares
/ /
ax =b(modm) e ax=b (modn).
Entao, qualquer 3 € [a]mn € ainda uma solucao de ambas as congruéncias

lineares.

Demonstracao.
Basta atender a que [a],,, C [a]n N [], ]
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Lema 1.4.10:

Sejam m,n € Z tais que 1 = mdc{m, n} e sejam b,b’ € 7. Entao as
congruéncias lineares x=b(modm) e x=b'(modn) tém uma e
uma sé solucao comum em Zp,p,.

Demonstracao. Tomar u,v € Z tais que 1 = mu+ nv. Entdo a € Z, tal que

o = (bnv | b'mu) (mod mn) é a solucdo pretendida.

B

Exemplo: Considere as congruéncias lineares
r=>5(mod2) e 2=06(mod3)
Como mdc{2, 3}=1 entao existe uma solugao comum em Z;.

Ora,
1= mdef2, 3)= 20)+ 3(v) =2(-1) + 3(1).  (dentidade de Bezouo
2 2

Assim,
6x2(-1) + 5x3(1) =-12 + 15 =3 € solugao das duas congruéncias.

953 = [3}6 sao todas as solugdes comuns as duas congruéncias

]

Conclusao: [3}




Teorema 1.4.11:

Sejam m, n € N tais que 1 = mdc{m, n} e sejam a,a’, b, b’ € ZZ. Se as
congruéncias lineares ax =b(modm) e a'x=0b'(modn) tém
ambas solucoes, entao existe uma solucao comum a ambas em Zmp.

Demonstracdo. Sejam o e o solucdes de ax = b(mod m) e de a’x = b’ (mod n),
respectivamente. Atendendo ao lema anterior, o sistema de congruéncia lineares

x = a (mod m)
x = o' (mad n)

possui uma (Unica) solucao 3 € Z,,,. Claramente, 3 é também uma solu¢ao de

ax = b(mod m) e de &'x = b’ (mod n). []

Exemplo: Considere as congruéncias lineares

/ ;
4x = 12 (mod 5) e 3x = 6(mod4). o' € Zy

, . ) o € /s
Sera que tém solugdes comuns? :

Pelo Teorema, existe .,53 = ZQD que é solugao comum.




Exemplo: (Cont.)
Determinemos em /39 uma soluc3o comum as congruéncias lineares

4x = 12 (mod b) e 3x = 6 (mod4).

e uma solugao de 3x = 6 (mod4) é

ica) solucdo comum em Zyg

Uma solucao de 4x = 2(modb5) é

Seguidamente, calculamos a (U
x = 3 (mod5) e x =2 (mod4)

(note-se que 1 = mdc{4, 5}): temos 1 =5-1+4-(—1), donde
B=2-5-143-4.(—1)=—2

€ uma solucao comum.

Como

—2 = 18(mod 20),

entdo 18 é a (Unica) solucdo comum em Zyg as congruéncias x = 3 (mod5) e
x = 2(mod4) e, consequentemente, também uma solugio comum as
congruéncias iniciais.




